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摘要 

理解數學推導是困難的，而文獻上對文本中數學推導段落採用算式或文字表徵何者較具

優勢的結論不一。本研究以299位來自四所高中職的高一學生為對象，比較科普文章以算式或

文字表達數學推導對理解的影響，以及對高、低能力學生是否有不同的效果。由於高中生能

力是巢套於學校，因此以共變數分析與階層線性模式來比較結果。研究材料為三篇幾何的科

普文本及其理解測驗，算式與文字兩個版本的內容只在關鍵句（分別僅1、5、5句）用了不同

表徵，其餘內容、附圖及測驗都相同。受試者被隨機分派到算式版或文字版，閱讀後的理解

測驗包含是非、計算及說明題。此外，受試者也接受閱讀推理篩選測驗與數學先備知識測驗。

共變數分析結果顯示能力和版本不具交互作用，且高能力學生顯著優於低能力學生，算式版

多數優於文字版。而階層線性模式分析在排除學校平均數學能力的顯著影響後，凸顯了版本

的效果，算式版低能力學生的閱讀表現與文字版高能力學生無顯著差異。本研究從算式和文

字的語言結構討論算式優勢，也透過文本主題領域、認知負荷、評量重點及測驗題型，和受

試者特性與文獻進行比較。 
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壹、緒論 

數學閱讀是數學素養（literacy）的重要成分。能理解不同的數學表徵，對人們達成溝通

互動、社會適應而言相當重要（左台益、李健恆，2018；Niss, 2003）。數學閱讀不單只針對

數學教科書或作業，運用數學典故或圖畫書（以下統稱為數學科普文章）被認為具有數學教

育的功能。人們認識數學的歷史與數學在生活上的意義，一方面可以跨越對數學概念的認知

障礙、促進理解，另一方面能對數學學習產生正向態度（Jankvist, 2009; Whitin & Whitin, 

2004），而實徵研究也支持這樣的主張（Lim & Chapman, 2015; Young-Loveridge, 2004）。要

使科普文章中涉及數學推導的段落容易理解和利於轉換應用，必須選擇適當的表徵方式。文

章中的數學推導是用算式還是文字來傳達，讀者可能會有不同程度的理解，而且此種表徵效

果或許會因讀者能力的不同而有所差異。 

多媒體研究有許多探討圖示相對於文字之表徵效果的文獻（Mayer, 2014），但比較算式和

文字表徵的研究卻有限（Dee-Lucas & Larkin, 1988, 1991; Kolloffel et al., 2009; Leung et al., 

1997; Mayer & Jackson, 2005; Österholm, 2006; Watkins, 1979）。雖然算式（equation，或方程式

formula）或數學符號（symbol）被視為語文的一種型態，不像圖像（picture或diagram）與文

字（word或文章text）的差異那麼顯著。然而，數學文本包含多樣的語符系統（semiotic 

systems），算式與數學符號能精簡且精確地表達數量關係，相當不同於一般文本，但對許多人

而言極具挑戰性（Adams & Lowery, 2007; Schleppegrell, 2007）。數學科普文章的作者或大眾傳

播的媒體工作者，在文章中應該選擇算式還是一般文字來表達數學推理，才能促進讀者的理

解、有效地傳達概念呢？對不同能力的讀者，不同表徵的可讀性是否不同（陳昭珍等人，2020）

呢？這是本研究的第一個目的。回答這個問題不只有助於數學閱讀的理解發展，也利於科普

傳播與終身學習的實務。第二個目的是統計分析的議題，由於本研究的受試者來自不同高中

職，資料具巢套性質，採取共變數分析（Analysis of Covariance, ANCOVA）或階層線性模式

（Hierarchical Linear Modeling, HLM）所得的研究結論是否不同？比較傳統與晚近統計方法之

結論的差異，可促進學界對資料分析方法的交流。 

一、數學表徵系統 

構成數學文本的基本單位，除了數字（例如5、2/5、0.25）、符號（例如＋、－、×、÷、

√、＝、≥、≈）之外，也有文字組成的術語（technical word，例如函數、平行四邊形），以

及與日常用語意義不同的準術語（subtechnical word，例如任意、相似、二次、根）（吳昭容

等人，2018）。數學文本必須遵循數學特有的語法結構來組合上述各類的詞（O’Halloran, 1998; 

Schleppegrell, 2007）。例如，3 +（-4）= 7雖是個錯誤的算式，但符合算式的語法結構；而3 +

（÷4）= 7則不合語法。基於語言學的分級，O’Halloran（1998）指出數學文本可以分成詞、
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式（expression，例如-16x
3
、80x、-16x

3 + 80x）、子句（clause，例如 f(x) = -16x
3 + 80x）、子

句合成體（clause complex，例如 f(x) = -16x
3 + 80x、∴ f(x) = -16x(x2 − 5)）四個層級。 

在詞的層次上，算式中的符號可以與文字相互替換，例如，運動學公式中的「初速」常

以V0表示、「加速度」以 a表示、「重力加速度」以 g代表。通常符號所占的篇幅較文字來得

小，而這是一般人覺得數學精簡的理由之一。然而，精簡的符號在解碼上未必容易，例如，

許多國中生對「數列與級數」單元的符號感到困擾：Sn、S15、a1、an、d、……。另一個數學

精簡性的來源，來自數學在語法層次有各種壓縮的方式（O’Halloran, 1998, 2008），例如，約

定俗成的縮寫（f(x)代表以x為自變項的函數）、指數（x
3代表x × x × x）、省略（例如80x代表

80 × x、3 + 5 × 7代表3 +（5 × 7））。O’Halloran（1998）以系統功能語言（systematic function 

language）觀點分析數學文本指出，這樣的壓縮經常產生級轉移（rank shift）的現象，也就是

上一層級的語言單位以下一層級的型態表現。例如，x × x × x是由參與者（participant）x和過

程（process）× 所組成的子句，而 x
3降階成為式。當一個子句被名物化成為一個式之後，就

可和另一個過程詞再組合成更複雜的子句，例如-16 × x3；類似地，-16 × x3這個子句名物化

成-16x
3
這個式之後，可以再加上別的式。-16x

3 + 80x這子句被展開後，是多達五個過程的子句

合成體〔（-16 × x × x × x）+（80 × x）〕，也就是型態的精簡卻有概念複雜的代價。科學與數

學的學習經常得面對這類語言的壓縮與展開（陳世文等人，2018；陳世文、楊文金，2006），

而要展開被壓縮的算式需要熟練的解碼（decoding）能力，例如，在對學生的錯誤類型分析中

常發現，學生錯把 x
3
當作 x × 3，或把80x誤作80 + x。 

前述數學語言在語法上的壓縮與展開所帶來的理解困難，不只存在於算式表徵，文字表

徵的數學也有同樣的現象。以「求過原點且與圓 x
2 + y2 = 64相切之所有圓的圓心軌跡方程式」

為例，「求」是過程詞，而後續很長的文字是一個詞組，且這個詞組是由子句合成體級轉移

而成的。再例如，本研究用了「兩地陽光斜射夾角θ1與θ2的差」，也是從子句「A地陽光斜射

夾角 θ1減B地陽光斜射夾角θ2」級轉移而成的名詞片語。因此，要比較算式與文句何者較易理

解，並不是單從表徵是否用了算式或純粹用文字就能判斷的，至少還需從語言結構的層次探

究表徵對理解的影響。 

二、算式與文字表徵的閱讀理解 

在比較算式與文字表徵效果的數學閱讀研究中，有些文獻指出閱讀含有數學符號的文

本，其理解比閱讀單純的文字來得差（Dee-Lucas & Larkin, 1991; Mayer & Jackson, 2005; 

Österholm, 2006），但有些文獻則是認為沒有差異（Kolloffel et al., 2009; Watkins, 1979），或者

認為是依閱讀文本的特性或讀者的能力而定（Leung et al., 1997; Watkins, 1979）。為了釐清這

些發現得到表徵效果不一致的可能原因，本節透過回顧與比較文獻之操弄的語言結構層次、

受試者特性、文本主題、測驗題型、統計方法，以及理論主張來指出可能的差異來源，並摘

要於表1。 
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Dee-Lucas與Larkin（1988, 1991）發現，生手大學生認為以算式呈現的內容比以文字呈現

的來得重要，但閱讀文字呈現之科學文章的理解與解題表現優於閱讀算式版的讀者。Dee- 

Lucas與Larkin（1988）使用兩篇流體力學的文章，長度大約50句，其中各有9和11句的關鍵句

有兩種表徵方式。同一篇文章的其中一版是奇數關鍵句為文字表徵、偶數關鍵句採算式表徵，

另一個版本則相反。受試者被隨機分派到兩種版本，對文章的每一句進行重要性評定（但研

究者只分析關鍵句）。結果生手大學生認為用算式表示的語句比用文字表達的來得重要，但專

家對關鍵句的重要性評定不受表徵的影響。隨後，Dee-Lucas與Larkin（1991）以不熟悉文章

知識的大學生、兩篇流體力學文章（長度各為21和25句）進行算式與文字對理解表現影響的

探討。約有一半的句子在文字版全以文字描述概念，而算式版則採用代數符號（例如Δp、p1、

pe、pl等）、算式（例如 p1 = pe + pl），以及代數符號意義的界定來表示，例如以下是其中一關

鍵句的文字版與算式版： 

The new pressure is equal to the sum of the original external pressure, the pressure due to 

the liquid above the point, and the increase in the external pressure (over the original 

external). 

The new pressure p2 is equal to  

p2 = Δp + pe + pl 

Where Δp is the increase in the external pressure (over the original external pressure pe) 

受試者被分派的文章是算式、文字各一篇。文章理解表現以直接應用、遷移應用以及證明題

來檢測，每一類題目都有定性（例如只需掌握當變項x變大，變項y變小）與定量（求特定的數

值）的試題。採用邏輯斯迴歸的結果顯示，不論定性或定量的問題，閱讀文字版的理解都比

算式版好。Dee-Lucas與Larkin（1991）認為生手大學生缺乏領域知識，導致無法分辨實質內

容的重要性，只能仰賴表層特徵，結果影響其注意力分配。算式版讓這些生手大學生花比較

多的時間在算式上，但在未完全掌握算式意義下就放棄深究，同時花在其他文字部分的理解

時間不足，整體的理解表現就比文字版差。由於該研究使用到的算式難度不高，因此Dee-Lucas

與Larkin排除了大學生受試者讀不懂算式的可能解釋。 

Mayer與Jackson（2005）的主張和Dee-Lucas與Larkin（1991）類似。Mayer與Jackson認為

當學習目標是質性地理解科學系統的運作時，文本若增加數量資料，會將學習者引到與學習

目的無關的量化細節上，而妨礙質性理解。該研究以大一學生為對象、海浪形成之因果的說

明文為材料。受試者被隨機分派到兩種版本，即質性說明版與量化延伸版（增加了符號、等

式、計算的內容）。六個開放式題組全部都不需要用到量化的資料，例如，其中一個題組是「什

麼原因造成海浪？為何海浪會襲向海岸？為何在海岸會捲起浪花？」，結果發現，閱讀質性說
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明版的受試者表現顯著優於量化延伸版。Mayer與Jackson以連貫性原則（coherence principle）

描述這個現象──當量化資料與質性理解的學習目標不一致，會妨礙學習表現。不過，該研

究的目的並不在比較同一概念由算式或文字表徵的優劣，因此並不能說明有算式或數學符號

的文本就比較不利於理解。 

Österholm（2006）也發現，數學新知以文字說明會比有數學符號的版本來得容易理解。

然而，不同於Dee-Lucas與Larkin（1991）的版本差異在子句的層次，Österholm的版本差異只

在詞的層次上。該研究以自然組的高三學生與主修工程和教育的大學生為對象，被隨機分派

到「群論」文本的兩版之一，一版單純使用文字（無符號版），另一版則使用了數學符號（有

符號版），如下： 

If two objects belong to the set, then the combination of these also belongs to the set. One 

says that the system is closed.  

If a and b belong to G, then a∼b also belongs to G. One says that the system is closed. 

另外，所有受試者還閱讀一篇歷史文章作為對照。除此之外，受試者都被測量了數學與歷史

的先備知識，以及採開放性試題測量對文本的閱讀理解，再透過分類答案的層次來計分。結

果顯示，閱讀無符號與有符號的兩群受試者的數學先備知識相當，但符號版學生的數學閱讀

理解測驗的表現顯著地較無符號版差，且大學生與高中生閱讀符號版的理解狀況一樣差；而

閱讀文字寫成之數學文本或歷史文本，則是大學生顯著優於高中生。此外，文字表徵組的受

試者其數學和歷史的閱讀理解有顯著相關，但符號表徵組的受試者則其數學和歷史的閱讀理

解無相關。Österholm依據前述結果主張，閱讀以符號表示的數學文本需要不同的閱讀技巧，

且此種技巧的增長和一般文字閱讀能力的增長並不同步。 

以上文字表徵優於算式表徵的結論，並未被完全複製。Watkins（1979）操弄了文本有無

數學符號卻未顯示文字優勢，和Österholm（2006）的結論不同。Watkins除了操弄符號的有無

外，還操弄了「語文結構」變項：口語式英文（Ordinal English, OE）與數學式英文（Mathematical 

English, ME），直交組合成四種版本的文本，包括有符號的ME、無符號的ME、有符號的OE、

無符號的OE。數學內容包含笛卡兒積、整數行列式等四個主題，以93名大學生為對象，前測

確認了受試者不具備學習內容的知識。三因子的實驗設計包括有無符號、語文結構，以及學

生數學修課層級的高低，前兩個因子是受試者內變項，也就是每位受試者拿到的四個主題之

文本分屬四種不同的表徵。每研讀了一個文本後，就各有五個題目測驗來反映學習效果。結

果高階班優於基礎班、OE優於ME，但有無符號則沒有差異，不過與班別有交互作用：有無符

號對基礎班學生沒有差異，不過有符號則利於高階班學生，這點和Österholm的發現不一致。

對於此一不一致的發現，Österholm從測驗設計的差異來討論：Österholm的試題以開放式問題
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瞭解學生閱讀後的心智模型，而Watkins測量了文本未直接提到的知識，可能會涉及較多背景

知識的運用，且其試題測量了計算應用。因此，Watkins的發現可能代表符號有利於程序性的

應用，也適合形成某些推論性的概念理解。 

Kolloffel等人（2009）比較不同表徵對排列組合的學習效果，其結果顯示文字與算式兩種

表徵對學習的影響沒有差異。該研究以123名高中生為對象，這些學生都尚未學過排列組合，

在排列組合的學習上屬於低先備知識者。受試者被分派到五個組別，分別學習圖組、文組、

算式組、文+算式、圖+算式五種數位化學習材料，其中有差異的部分，圖組是一張樹狀圖，

文組是124個字的文字說明，算式組是一條與機率有關的等式。資料蒐集了測驗成績、認知負

荷，以及學習時間。Kolloffel等人預期圖的表徵提供概念基模、有利於概念知識的建立；算式

表徵有利於程序知識的掌握；文字表徵則有助於形成情境模式、善於分析與分類；不同表徵

的組合則可能產生互補（complementary）（Ainsworth, 2014）或者冗餘（redundancy）（Kalyuga 

& Sweller, 2014）效果，也就是不同表徵可能提供獨特、相互支援的訊息而有正向效果，或者

不同表徵提供了重複、增加整合負擔的訊息而有負面效果。就文組、算式組以及文+算式三組

之間的表現而言，結果三組的測驗總分與分項（概念題、程序題、分析與分類題）都沒有差

異，且整體認知負荷以及學習時間也無顯著差異，僅在內在認知負荷上，文+算式組感受的費

力程度顯著比文組低。Kolloffel等人的研究顯示，採用一百多字的文字說明和用一條算式說明

的效果（測驗表現、認知負荷及學習時間）類似，他們原先預期算式有助於程序性知識、文

字利於建立情境模式的假設未被支持。 

Leung等人（1997）以一系列的實驗結果主張，認知負荷是影響文字或算式教材學習效果

的關鍵。他們採用計算單利的解題範例（worked example）為材料、九年級學生為對象，算式

版、文字版分別如下，而整合版有八行，由文字版前四行加上算式版後四行組合而成： 

P = $500 

R% = 7% 

I = $245 

I = P × R% × T 

245 = 500 × 7% × T 

245 = 5 × 7 × T 

T = 245/(5 × 7) = 7 

Principal = $500 

Interest Rate = 7% 

Simple Interest = $245 

Simple Interest = Principal × Interest Rate × Time 

245 = 500 × 7% × Time 

245 = 5 × 7 × Time 

Time = 245/(5 × 7) = 7 

實驗一的受試者被隨機分派到三組，並以練習階段的表現區分成高、低兩種能力狀態。結果

低能力受試者的表現複製了以往文字版優於算式版的發現（得分較高、錯誤較少），但高能力

受試者則三組都沒有差異。實驗二改採文字相較於算式長很多的學習材料，例如： 
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n × r = N × R Number of turns of the front wheel × Radius of the front wheel 

= Number of turns of the rear wheel × Radius of the rear wheel 

受試者經預試確認與實驗一的高能力者相當，但結果卻發現算式優於文字版。實驗三將學習

時間（26分鐘和10分鐘）與表徵版本（文字和算式）組合成四組，結果發現在學習時間短的

情況下，文字版優於算式版，而在學習時間長的情況下，文字版就不再有優勢。實驗四改編

實驗一的材料，使文字版增加更多語句，且合併算式版和文字版兩版內容成為冗長版，結果

算式版呈現明顯的優勢，有較高的正確率、較少的錯誤。該研究的測驗屬於計算應用，包括

近遷移題和遠遷移題。Leung等人（1997）從認知負荷理論主張，算式或文字表徵孰優孰劣的

問題沒有簡單的答案，必須視學生能力、材料以算式或文字表示的特徵，以及學習時間的長

短而定。如果算式的意義過於複雜，就只有高能力的學生或者必須有更多的學習時間才能處

理；然而，很多時候，算式的精簡性會比冗長的文字更有利於學習。 

表1的摘要顯示，多數研究發現文字優勢，受試者多為高中以上的學生，材料的主題都是

數學或者物理，測驗題型有些側重理解，有些則重計算，統計方法多半採用變異數分析，惟

Dee-Lucas與Larkin（1991）以及Österholm（2006）因為資料不符合變異數分析的前提而改採

相關分析。然而，各研究在材料操弄的語言結構層次上則有較大的差異。Österholm（2006）

以及Watkins（1979）用來與文字版相比較的版本應該稱為符號版，其以數學符號表示的僅在

「詞」和「式」的層次，並不在「子句」的層次，也就是在表達一個數學命題時混用了文字

和符號，而沒有純以數學符號表示的數學子句，因此，兩種版本的特性都偏向文字。Leung等

人（1997）操弄兩個版本的層次同樣只在「詞」，文字版用文字的全稱、算式版則用字首的字

母作為代數符號，然而，兩種版本都偏向算式，因為都用了運算符號、顯現算式的形式。至於

Kolloffel等人（2009）的算式版和文字版，雖然沒有前述偏頗其中一種表徵的問題，但卻有另

一個缺點：兩個版本的篇幅差距太大（一條算式相對於124個字），未控制資訊量和研讀時間，

很容易產生兩種版本傳達的訊息不等價的問題，該研究最後發現文+算式版在五種版本中效果

最好，或許也反映了兩種表徵版本的訊息不等價的問題。Dee-Lucas與Larkin（1988, 1991）所

設計的算式版是以完整的算式表達一個數學命題，該命題在文字版則以文字表示等價的語

意，且兩種版本篇幅的落差小，而其餘非關鍵句都維持一模一樣，最符合本研究想檢驗兩種

表徵在涉及數學推導之「子句」的層次效果。因此本研究在操弄層次上依循了Dee-Lucas與

Larkin的設計，詳見以下「研究設計與假設」。 
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三、研究設計與假設 

本研究選擇高中一年級學生，以與文獻的結果相互對照。材料從數學科普書籍選擇幾何

典故進行改編，三篇文章都需要搭配圖示，圖上標示了文本說明所必要的代數符號。本研究

採用Dee-Lucas與Larkin（1988）類似的設計，也就是文字版的內容也包含符號，且文字、算

式兩個版本使用完全相同的圖示與測驗試題，僅在涉及數學推導的關鍵句有差異（參見後文

「研究工具」有關「文本」的介紹及附錄一）。 

本研究在關鍵句的設計上，文字版並非直譯算式，而是力求語句流暢、能聯繫其他語句， 

且篇幅能有所控制。例如，文本「地球半徑」第一個關鍵句的算式為 2
360

d r
θ

π= × ，若採直 

譯可能是「弧長 d等於圓心角θ除以360，再乘以2倍圓周率再乘以半徑」，一則非常不流暢，再 

則喪失文字的特色，無法反映數量推理的原意，比方
360

θ
要表達的是一種比例關係，而不只 

是除法運算。因此，該句被設計成「弧長可依圓心角占360°的比率乘以圓周長求得」。再如文 

本「島高」由平行線截角性質得「△PAC～△CMF，因此 1

2

d PA

d CM

= 」，文字的表示方式為「三 

角形PAC與CMF相似，因此 d2與 d1的比值，等於PA與CM 的比值」。 

本研究控制兩種版本在非關鍵句與搭配的圖示都一模一樣，而文字版的關鍵句則控制字

數以接近算式版的精簡，並試圖精準地傳達數量推理的根據與意涵（例如比例），參考同樣在

子句層次上操弄算式版與文字版的文獻（Dee-Lucas & Larkin, 1991; Mayer & Jackson, 2005），

預期精簡且精準的文字說明可降低理解語意的認知負荷，使其理解表現優於算式版。另外，

依照Leung等人（1997）認知負荷觀點，推測文字版較佳的效果只發生在低能力學生，而高能

力學生因具備解讀精簡算式的能力，預期在兩種版本應該都一樣好。 

為使資料來自能力分布足夠廣泛且有數量夠多的受測者，本研究邀請了四所入學分數高

低不同的高中職合作，算式版與文字版的分派採班級內隨機。以往類似研究處理這樣的資料，

採版本與能力的二因子變異數是常見且廣被接受的統計方法。但本研究四所合作高中的學生

能力不一，亦即能力變項是巢套於學校，近年來有愈來愈多學者採用HLM處理（Powell et al., 

2017; Rau et al., 2017），透過多層次模式（multilevel modeling）將具巢套特性的資料分解為個

體層次（如學生）與總體層次（如學校），並於總體層次設定組織單位的迴歸係數與隨機效

果，從而解決使用單階的變異數分析常見的問題：將變異來源散計於學生個體，而忽略學校

組織脈絡效果的偏誤。又因同一學校的學生之間有較多的相同經驗或共通性（如本研究四所

高中的入學分數不同，但校內的學生能力相依程度高），一旦違反變異數同質性與誤差獨立

性的假設，將導致低估標準誤、增加型I錯誤率，影響分析結果的解釋與推論（Hox et al., 2017; 

Raudenbush & Bryk, 2002; Snijders & Bosker, 2012）。因此，本研究同時採用共變數分析與
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Level 2 

學校變項 

Level 1 

個人變項 理解表現 

題型 

是非題 

計算題 

說明題 

文本 

熱氣球 

地球半徑 

島高 

總分 

學校平均 

閱讀能力 

學校平均 

數學能力 

閱讀能力 

能力 × 版本 

版本 

文字版 

算式版 

能力 

低能力 

高能力 

HLM，瞭解兩種統計方法得出的結論是否有差異；亦即受試者來自不同學校或能力異質的群

組時，有無控制學校層次變項對學生個人理解表現的影響。研究與分析架構如圖1所示。 

圖1 

研究與分析架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

本研究目的包括： 

（一）數學科普文章以算式或文字來表達涉及推導數量關係的關鍵句，對高、低能力的

高中生何者較佳？ 

（二）就上一問題分析來自多校的學生資料，共變數分析與HLM是否會得到不同的結論？ 

貳、研究方法 

一、研究參與者 

參與者來自臺北、新北、宜蘭、臺中四所高中職，共八個班級、306名高一學生。這四所

學校入學登記分發最低錄取分數之PR值為69～89，學生學業程度在中上以上。刪除資料不全

者七名，有效樣本為299名。本研究贈以文具作為學生的時間補償。 
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二、研究工具 

（一）閱讀能力測驗 

國內無適用於高中生的閱讀能力測驗，因受測者為高一上學期的學生，故採適用國一到

國三學生的閱讀推理篩選測驗（柯華葳、詹益綾，2007）。該測驗旨在篩選語文閱讀有困難的

學生，內部一致性係數為.81，再測信度係數為.78，效度方面可區辨不同年級與不同閱讀能力

者的表現。本測驗施測簡便，需時僅20分鐘，滿分18分。 

（二）數學先備知識測驗 

此一自編測驗旨在瞭解學生的幾何基本知識，內容是三篇數學科普文章所涉及的「三角

形」、「圓」、「平行」等數學知識，例如畢氏定理、內角和定理、外角定理、相似三角形的應

用，圓心角、圓周長、弧長的計算，以及平行線截角性質等，滿分12分，內部一致性係數為.69，

達可接受。 

（三）文本 

三篇數學科普文章改寫自科普書籍（曹亮吉，1996，2003），並設計了對應的理解測驗。

文本的主題分別為熱氣球升空後的俯瞰距離、計算地球半徑的西洋數學史典故，以及求算離

島高度的中國數學史典故，後文以「熱氣球」、「地球半徑」、「島高」稱之。文中描述與推導

數量關係的關鍵句，若用算式呈現，為「算式版」；若以文字描述，則為「文字版」。為了讓

兩個版本使用完全相同的圖示與理解測驗，文字版的內容也包含代數符號，以圖2熱氣球文本

為例，兩版本非關鍵句介紹了各代數符號的意義，而文字版關鍵句見圖2黑框內文字，例如，

「『最遠距離 s』的平方是『地球半徑r與熱氣球升空高度 h之和』的平方減去『地球半徑 r』的

平方」；該關鍵句在算式版則以「
2 2 2( )s r h r= + − 」來表示。為確認文本內容與算式的正確性，

以及文字表述的流暢性，除了由一位數學教育教授與一位科學教育教授多次修訂，並以41名

大學生進行前導的行為實驗，以修改文本內容與理解測驗題目。 

文本涉及的數學概念是國中幾何單元教過的內容，「熱氣球」主要涉及畢氏定理；「地球

半徑」則包含角度公式、弧度公式及圓心角與弧長的關係；「島高」則與相似三角形對應邊成

比例有關。三個文本的關鍵句分別有1、5、5句，文字版與算式版的對照請見附錄一。其餘非

關鍵句的內容在兩版本都相同。每篇文本均附圖示，圖中都標有與內文敘述相對應的代數符

號。排版上，每篇文本都以一頁橫式A4紙呈現，文字在左，圖示在右，採黑白印刷。 

（四）理解測驗 

搭配算式版與文字版的理解測驗是相同的，包括是非題、計算題與說明題三個分測驗，

題目旁邊都會附上與文本內容相應的附圖，並標有代數符號（例如 r、h、s）。 
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圖2 

「熱氣球」全文及文字版關鍵句（黑框）與算式版關鍵句（灰底）的對照 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

是非題在於測驗學生能否正確判斷文本中提到的資訊，或根據文本進行推理，附圖使用

原文本上的圖。內容有些與算式有關，有些則以文字表達。以「熱氣球」為例，如圖3所示。

三篇文本是非題的題數分別為5、10及10題。依標準答案計分，三個文本得分最多為5、10及

10分。 

圖3 

「熱氣球」的五題是非題 
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計算題就文中重要的定理或關係式，給定部分數字，設計成計算題型，檢驗學生能否運

用題目的資料、注意到題目的單位換算，進而正確列式。附圖使用原文本上的圖。每篇文本

各有一題計算題，以「熱氣球」為例，如圖4所示。計分依能否列出主要算式、正確代入數值，

評為3、2、1、0分（參見附錄二）。 

圖4 

「熱氣球」的計算題 

 

 

 

 

 

 

 

 

說明題包含問答題或填充題兩類題型，附圖上的符號改以文字取代。「熱氣球」與「地球

半徑」分別搭配一題問答題，設計成向家人或同學解釋的情況，請學生試著表達出文本的推

導過程，如圖5所示。「島高」則因推導過程相當繁複，因此由四小題的填充題組成一個題組。

計分依能否提到推導的關鍵公式而評為3、2、1、0等級（參見附錄三），而「地球半徑」牽涉

多個原理（包含角度公式、弧度公式及圓心角與弧長的關係），故增加等級4以表示所有原理

均能正確說明。 

圖5 

「熱氣球」的說明題 

 

 

 

 

 

 

 

 

因計算題與說明題的計分具主觀性，故從算式版與文字版各隨機抽取20份試卷（排除作
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答有空白者），由兩名評分者建立評分者間信度，包括一致性百分比（percent agreement，總

份數為分母，評分一致的份數為分子）（Supovitz et al., 1997）及Kappa係數（Sim & Wright, 

2005）。結果三個文本計算題一致性百分比中位數為.85（全距為.80～.85）、Kappa係數中位數

為.76（全距為.60～.80，ps < .001）；說明題的一致性百分比中位數為.88（全距為.70～1.00）、

Kappa係數中位數為.81（全距為.58～.92，ps < .001），顯示具有良好的評分者間信度。是非題、

計算題與說明題三部分的內部一致性係數，分別為.60、.67、.87，勉強可接受。 

考量題型與文本的分析各有意義，分析時分成三個題型或者三個文本暨總分，共七項。

另外，考量題數不一，故採正確率的概念轉換分數，也就是每項分數的滿分都是100。分數轉

換方式詳見附錄四。 

三、研究程序 

本研究採兩階段團體施測，主試者是合作班級的數學教師，實施地點在原班教室。第一

階段施測閱讀能力測驗與數學先備知識測驗，施測時間分別為20分鐘與10分鐘。第二階段為

正式測驗，實施文本閱讀與理解測驗，時間約一節課（50分鐘）。 

正式測驗的兩種版本採班內隨機分派，學生並不知道有不同版本。閱讀算式版的學生有

149人、閱讀文字版的有150人。施測程序上，首先由主試者說明施測目的，並提醒每篇文本

的閱讀與測驗有時間限制。隨後，學生依序閱讀與測驗熱氣球、地球半徑、島高三個文本，

由主試者宣布開始與停止的指令。每當一篇文本的閱讀時間結束，主試者會請學生們將該文

本的頁面黏合，接著進行該文本的理解測驗，以使學生受測時無法往前翻閱文本內容。閱讀

與測驗時間是參考本團隊先前研究的數據，對絕大多數受試者而言是充足的。熱氣球、地球

半徑、島高依序的閱讀時間分別是2、4、6分鐘；理解測驗的時間則是8、12、12分鐘。 

參、結果與討論 

一、能力分組 

為區分本研究受測學生的能力高低，以閱讀能力分數與數學先備知識分數為預測變項，

對理解表現總分進行線性逐步迴歸分析。結果顯示，閱讀能力與數學先備知識分別和理解表

現之間的Pearson相關達顯著，r（299）= .11，p = .03；r（299）= .50，p < .001，而閱讀能力

與數學先備知識之間的Pearson相關亦達顯著，r（299）= .21，p < .001。逐步迴歸的結果，閱

讀能力分數未進入迴歸方程式，僅數學先備知識可以解釋理解表現總分24.5%的變異量，F(1, 

297) = 97.86，p < .001，β係數達.50（t = 9.89, p < .001），表示數學先備知識分數愈高，理解

表現總分愈高。因此，本研究以數學先備知識之得分將受測學生大略平分成高低能力兩群，

10分以下的學生為低能力組（共126人，得分平均數8.58、標準差1.76）、11與12分的學生為高
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能力組（共173人，得分平均數11.57、標準差0.50），兩組學生能力具顯著差異，t(139.62) = 18.53，

p < .001。 

為了確認算式版與文字版的受測學生能力是否相等，以高低能力（2）×版本（2）的卡方

檢定結果為χ2（1, n = 299）= 0.08，p = .78，顯示分派至兩版本的學生能力高低無顯著差異。

若改以數學先備知識之原始得分進行兩版本學生的t檢定，t(297) = 0.17，p = .86，同樣顯示兩

版本學生的先備知識相近。能力與兩種版本組成四組，數學低能力且閱讀算式版（以下稱低

算組）64人、數學低能力且閱讀文字版（以下稱低文組）62人、數學高能力且閱讀算式版（以

下稱高算組）85人、數學高能力且閱讀文字版（以下稱高文組）88人。 

二、理解表現的共變數分析 

理解表現涵蓋三種題型、三個文本及總分，以閱讀能力為共變項，並以高低能力、版本

為自變項，對三個題型、三個文本進行MANCOVA，而對總分則進行ANCOVA。組內迴歸同

質性考驗結果，七個理解表現僅於熱氣球文本顯著，F(3, 298) = 3.56，p = .02，表示其他六個

理解表現的組內迴歸斜率皆具同質性（p = .31～.86），可以進行共變數分析。變異數同質性

考驗結果，題型、文本的Box’s M值皆達顯著（p = .04、.01），表示至少有一個理解表現未

能符合變異數同質的假設。而在Levene’s同質性檢定，計算題、熱氣球、地球半徑、總分等四

個表現皆達顯著，F(3, 295) = 6.23，p < .001；F(3, 295) = 5.37，p = .001；F(3, 295) = 4.49，p 

= .004；F(3, 295) = 2.92，p = .03，表示變異數不同質。綜合以上，理解表現各細格的變異數

或迴歸斜率具有異質性，顯示可能受到學校間變異或其他因素的影響。基於實驗研究與相關

文獻慣常採用變異數或共變數分析，為能對照HLM分析控制學校變項後的差異，本研究仍提

出共變數分析的結果。 

共變項閱讀能力在題型、文本的MANCOVA與總分的 ANCOVA都不顯著（ p 

= .33、.28、.08），比較表2、表3細格的原始平均數與調整後平均數可發現，排除閱讀能力高

低與否對平均數的影響非常小，可能因為閱讀推理篩選測驗有天花板效應（滿分18分，全體

學生平均數為16.18分）所致。進一步檢定能力與版本在題型、文本、總分的交互作用效果，

皆未達顯著（p = .53、.88、.81），表示數學能力的效果不會因為版本而不同。 

在三種題型的主要效果（參考表2），能力主要效果皆是高能力學生顯著高於低能力學生，

是非題F(1, 294) = 59.83，p < .001，η
2 = .17；計算題F(1, 294) = 63.52，p < .001，η

2 = .18；說

明題F(1, 294) = 38.53，p < .001，η
2 = .12。版本主要效果在是非題未達顯著（p = .20），在計

算題、說明題是算式版顯著高於文字版，F(1, 294) = 9.56，p = .002，η
2 = .03；F(1, 294) = 7.63，

p = .006，η
2 = .03。 

在三個文本及總分的主要效果（參考表3），能力主要效果皆是高能力學生顯著高於低能

力學生，熱氣球F(1, 294) = 26.49，p < .001，η
2 = .08；地球半徑F(1, 294) = 57.74，p < .001，η

2  
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= .16；島高F(1, 294) = 55.99，p < .001，η
2 = .16；總分F(1, 294) = 68.67，p < .001，η

2 = .19。

版本主要效果在熱氣球、地球半徑、總分皆為算式版顯著優於文字版，F(1, 294) = 10.70，p 

= .001，η
2 = .04；F(1, 294) = 10.403，p = .001，η

2 = .03；F(1, 294) = 9.64，p = .002，η
2 = .03，

僅島高文本的兩版本沒有差異（p = .21）。 

以上各理解表現均無能力與版本的交互作用，而主要效果若達顯著，均為數學高能力者

優於低能力者，閱讀算式版優於文字版。以各細格平均數的95%信賴區間重疊者視為同質子

集，四組在多數表現上是依能力分成兩個子集，也就是在是非題、計算題、地球半徑、島高、

總分等五項表現上，都是「低文≒低算<高文≒高算」；說明題和熱氣球則分成三個子集：「低

文≒低算<低算≒高文<高文≒高算」。顯示能力的影響力較大，而版本的效果略小。 

三、理解表現的HLM分析 

HLM採兩階層分析（如圖1），第一階為個人變項，包含三個題型、三個文本及總分等七

項理解表現分數，低算、低文、高算和高文等四組，以及閱讀能力；第二階為學校變項，包

含學校平均閱讀能力，以及學校平均數學能力（即學校平均數學先備知識分數）。本研究採用

HLM 7.03版統計軟體，估計方法為限制最大概似估計法（restricted maximum likelihood），第

二階迴歸係數為一般最小平方法（generalized least squares）。連續變數採總平減（grand mean 

centering），以利於迴歸係數的解釋。雖然本研究的第二階僅四所學校，但第一階學生數多達

299位，且分析著重第一階的固定效果，HLM可提供強韌的估計值（McNeish & Stapleton, 

2016）。 

（一）零模型 

以七項理解表現分數為依變項，零模型檢驗顯示組內相關係數（Intraclass Correlation 

Coefficient, ICC）介於.30～.63之間，表示學生理解表現有30%～63%的變異可被學校層次因素

解釋；具高度組內相關，學校的組織效果不可忽視，宜採HLM分析。 

（二）組別模型 

為能比對共變數分析，區別數學高低能力學生閱讀不同版本的差異，進行組別模型分析。

以低算組為基準，第一階加入其他三個組別變項，並納入閱讀能力為共變項，第二階為學校

變項，以學校的平均數學能力與平均閱讀能力控制校間差異對學生理解表現的影響。模型如

下： 

Level 1:  

ij
ACH = 

0 j
β + 

1 j
β *低文組 + 

2 j
β *高文組 + 

3 j
β *高算組 + 

4 j
β *閱讀能力 + i j

r  

Level 2: 

0 j
β = 

00
γ +

01
γ *學校平均數學能力 +

0 j
u  
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1 j
β = 

10
γ  

2 j
β = 

20
γ  

3 j
β = 

30
γ  

4 j
β = 

40
γ +

41
γ *學校平均閱讀能力 

ij
ACH 表示第 j個學校之第i個學生的理解表現。 i j

r 為學生 i 之隨機誤差項。
00

γ 為控制所

有其他變項之調節總平均數，即低算組之理解表現調節總平均，
01

γ 為學校 j 平均數學能力對

調節總平均數之影響，
0 j

u 為學校j的隨機效果。
10
γ ～

30
γ 分別代表低文組、高文組、高算組，

相對於低算組在理解表現之差異。
40

γ 與
41

γ 為閱讀能力調節總平均數與學校 j 平均閱讀能力對

理解表現之影響。 

根據表4與表5，平均理解表現、學校平均數學能力皆達顯著（ps < .05），顯示控制其他

變項後，低算組之理解表現調節總平均數於各題型、文本及總分為48.93～76.32分，當學校 j

平均數學能力較全體數學能力總平均數多1分，該校於各題型、文本及總分之平均理解表現增

加7.75～22.52分。
01

γ 顯示學校平均數學能力對學生平均理解表現的影響，這是在共變數分析

中無法獲知的組織脈絡效果。 

題型方面（參考表4）：在是非題，四組學生表現相當（ps > .05）。在計算題與說明題，

相對於低算組，低文組學生的表現顯著減少9.39、8.44分（SE = 3.97、3.83；ps < .05）；高文

組學生與低算組無顯著差異（ps > .05）；高算組學生的表現於計算題顯著增加11.45分（SE = 

3.91, p = .004），而說明題則與低算組無顯著差異（p > .05）。 

文本方面（參考表5）：相對於低算組，低文組學生於熱氣球、地球半徑及總分，理解表

現顯著減少10.01、7.75、7.01分（SE = 3.67、2.87、2.54；ps < .01）；高文組學生與低算組無

顯著差異（ps > .05）；高算組學生於地球半徑、島高及總分，理解表現顯著增加6.47、8.88、

6.23分（SE = 2.83、3.67、2.50；ps < .05）。 

閱讀能力對理解表現於各題型、文本及總分的影響，皆無顯著差異（ps > .05）；僅學校

平均閱讀能力於熱氣球文本有負向影響（
41

γ = -10.03, SE = 3.69, p = .007），主因是各校的熱

氣球文本表現均偏高（皆有滿分），以致學校 j 的平均閱讀能力低於總平均1分，該校學生i的

閱讀能力於熱氣球文本的理解表現仍佳〔（-10.03）*（-1）*閱讀能力i j）〕。 

隨機效果部分，除計算題與島高文本，其餘題型與文本的組間變異成分皆不顯著，表示

各校間的理解表現已無顯著差異。相較於零模型，組別模型的解釋變異量，學校內為3%～

9%，學生的個別差異尚待其他變項解釋；學校間達92%～99%，顯示透過學校平均數學能力

與平均閱讀能力可有效控制學校間的變異，此即為HLM分層的效果。 

綜合以上HLM的分析，在控制學校平均數學能力、學校平均閱讀能力及學生閱讀能力後，

各組理解表現的關係為「低文 < 低算≒高文 < 高算」。相較於共變數分析結果，排除學校

平均數學能力的顯著影響，使得四組學生表現的差距有所縮減，以計算題為例，高算與低算

兩組的平均分數差異從25.72分降至11.45分，而高文與低算組的平均分數差異則從15.01分降 
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至無顯著的1.01分，各組關係則從能力與版本沒有交互作用的「低文≒低算<高文≒高算」，

轉變成算式版本縮減能力落差的「低文<低算≒高文<高算」。顯示當學生巢套於學校時，宜

透過HLM辨別出學校與學生變項的變異對個人表現的影響，有助適當的資料估計、解釋與推

論。 

肆、結論與建議 

首先比較兩種統計方法（研究問題二）的結果來總結研究發現（研究問題一）。依據預測

理解表現較佳的數學先備知識，將學生分成高、低兩種能力，連同版本作為自變項，並以閱

讀能力作為共變項，進行共變數分析。結果顯示，不論何種題型（是非題、計算題、說明題）、

哪個文本（熱氣球、地球半徑、島高），或者總分，共變項的效果都不顯著、兩個自變項都沒

有交互作用，且高能力學生的表現都優於低能力學生，而版本效果除了是非題和島高文本之

外，其餘五個表現都是算式版優於文字版。從四組的95%信賴區間可知，多數表現為「低文≒

低算<高文≒高算」，僅說明題和熱氣球是「低文≒低算<低算≒高文<高文≒高算」。也就是只

以學生層次的解釋變項進行分析時，能力的影響較大、版本的影響稍小，且兩種效果具可加

性。由於資料來自入學成績不同的四所高中職，HLM零模型顯示理解表現具高度校內相關，

故以二階層的線性模型控制學校變項，結果顯示學校平均數學能力顯著影響學生平均理解表

現，排除學校變異後使得學生層次能力的變異減少，凸顯了版本效果，整體得到「低文 < 低

算≒高文 < 高算」的結果。從兩種統計方法的比較可知，當受試者來自於能力異質的群組時，

群體層次變項可能改變學生個體層次變項的解釋力與交互關係。放在本研究的脈絡下，可以

想像同為低能力的學生但在不同平均數學能力的學校內學習，他們的數學學習經驗必然不一

樣，教師使用的教學表徵以及作業要求的表徵方式不同，就使版本的表徵在他們身上產生不

同的效果。因此，採用HLM或多層次模式是分析巢套或階層性資料較佳的統計方法。此外，

三篇文本有表徵差異的句子不多，分別僅1、5、5句，但因內容涉及數學推導，即使兩版本大

部分文字內容以及整個附圖都相同，以相同的測驗仍能發現表徵差異在理解上的效果，顯示

算式與文字的表徵差異不容忽視。 

本研究得到與預期不一致的結論，發現數學科普文章以算式表達數學推導優於文字。以

往文獻多數得到文字優勢或者兩者相當的結果，Leung等人（1997）是少數發現算式優勢的研

究。但Leung等人在實驗一得到和其他文獻一樣的文字優勢，尤其是低能力受試者。在後續實

驗是透過加長文字版的文字長度與冗餘效果而獲得算式優勢，用以主張認知負荷在表徵效果

中的角色。嚴格說來，Leung等人是指出，當文字冗長到認知負荷過重時，文字有助於理解的

優勢就會消失。基本上，Leung等人比較的是變項用文字表示還是符號表示，亦即在詞的層次

的差異。本研究的關鍵差異則在子句的層次，文字版關鍵句雖然較算式長，但編製時已盡量



 

 

 

 

 

 

 

吳昭容、鄭鈐華、張凌嘉 129算式或文字的閱讀效益

精簡文字長度，因此本研究的發現並不能僅從文字版篇幅過長造成認知負荷來解釋。 

本研究的算式優勢最核心的來源可能是關鍵句的語言特性。本研究為使文字版保有語文

的特色，且達到控制文字版關鍵句之長度的目的，避免直譯算式，但此一作法可能造成讀者

理解文字版關鍵句的困難。例如，地球半徑文本關鍵句5，對應到算式分母「θ1 − θ2」的文字

版是「兩地陽光斜射夾角θ1與θ2的差」（見附錄一），文字版除了語句篇幅較長之外，還把隱含

在θ1、θ2這兩個符號背後的意義「A地陽光斜射夾角」、「B地陽光斜射夾角」的部分訊息呈現

在語句中，同時，用「……的差」來名詞化「……減……」的子句，然而，讀者轉譯「θ1與θ2

的差」到算式，可能需要從「θ1 − θ2」或「θ2 − θ1」中做一判斷。本研究原本預期攜帶了文本

相關脈絡的文字版關鍵句，會比算式版精簡的符號來得容易形成整體的心智模型，也以為級

轉移減少的文字量可降低長篇大論造成的負面效果。然而，從結果來事後解釋，文字版將相

關脈絡壓縮在名詞化的語句，理解的難度可能過高。相對地，算式中的符號暫時脫離了脈絡，  

其精簡的符號便於數學推導，例如「 2
360

d r
θ

π= × 。而 360 2π° = ，所以 d rθ= × ……求得

1 2
θ θ θ= − ，因此可知

1 2

d
r

θ θ
=

−

」，亦即算式是在擱置符號背後的意義之下進行推導，待完成 

推導後再置回脈絡中解讀其意義；相對地，文字版是在攜帶著符號背後意義的狀態下進行數

學推導，此一繁重的認知負荷，可能造成理解的困難。 

另外，本研究發現的算式優勢也可從文本主題所屬領域、評量重點與測驗題型，以及受

試者特性來與其他文獻相互比較。幾何是數學學門中探討圖形與空間的一支，閱讀幾何文本

非常仰賴圖文整合（Epelboim & Suppes, 2001; Lee & Wu, 2018）。而多媒體研究指出，整合來

自空間分離、有時間落差之不同來源的訊息（例如圖區與文區）會比單一來源的困難，稱作

分散注意力效果（split attention effect）（Ayres & Sweller, 2014），而此一現象的發現最早就是

來自幾何教材（Tarmizi & Sweller, 1988）。文獻上其他研究的訊息在時空上是單一來源，而在

本研究的幾何文本中，算式在文字的背景下相對明顯，或許比全為文字的版本容易在文區和

圖區搜尋到互相關聯的訊息，而有助於圖文整合。其次，數學推導是本研究評量閱讀理解的

重點，計算題當然側重解題，說明題的作業要求強調「向家人解釋……推導過程」，甚至是非

題也有題目是和公式或數量推算有關，這樣的評量重點與測驗題型可能有利於算式版。而文

獻上有些研究（Mayer & Jackson, 2005; Österholm, 2006）關注的是讀者形成的心智模型，也就

是重視質性的理解甚於量化的推導。第三，臺灣學生認為數學就是計算或解決數學教科書上

的題目的比例很高（李浩然、柳賢，2012），數學教師教學時，亦鮮少強調透過閱讀學習數學

（蘇慧珍等人，2017）。因此，本研究對象擅長閱讀算式，不擅長理解文字對數學概念的描述，

可能也是造成算式優勢的理由之一。 

本研究至少有下列幾個限制：第一，參與的學校數少，且為避免資料回收時空白率過高，

並未邀請入學成績中下的高中職，使得本研究所討論的低能力學生實際上並非全體高中職學
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生群體的低能力者。第二，學生層次的變項只有以數學先備知識能力高低與文本版本所組成

的組別和閱讀能力，尚待納入其他可能影響學生理解表現的變項。第三，受試者對數學內容

與算式表徵的熟悉程度可能是表徵效果重要的調節變項。數學是高一學生重要的學習科目，

他們相較於其他年齡層的讀者更為熟稔數學語言與算式表徵，本研究的結論要推論到其他群

體的受試者，尚須進一步探討。第四，可得知測量閱讀能力的工具過於簡單，無法有效區分

學生的閱讀理解能力，致使閱讀能力無法預測數學科普文章閱讀理解的結論，必須再多加驗

證，或發展適用之工具。 

從上述討論可知，影響表徵效果的因素很多，至少包括特定算式與文字的語言結構、文

本內容的主題領域、評量側重的面向與測驗題型，以及受試者的特性。綜合前兩段的討論與

文獻回顧，以下提出對教育與未來研究的建議：選擇表徵與語言的組織方式應考量文章的目

的；假如希望讀者能掌握數量變化的數學推導，採用算式會較文字說明來得好，尤其文章必

須整合文字內容與圖或表格等空間上分離的資訊時，算式有利於不連續資訊的整合；但若希

望讀者形成整體現象的心智模型、能質性地掌握文章的意義，文字可能比算式更適當；但是，

合併文字說明與算式表徵似乎未能理想地讓讀者既形成整體的心智模型，又掌握數量推導；

算式會吸引讀者大多數注意力，或者耗費大量認知資源在數量推導，進而削弱了心智模型的

建構（Dee-Lucas & Larkin, 1991; Leung et al., 1997; Mayer & Jackson, 2005）。未來在算式與文

字表徵之議題上，還需要更多的研究，包括擴大閱讀材料到各學科領域、對不同年齡階段與

能力的學生、給不同閱讀目的的讀者，以及設計不同語言結構層次之表徵、操弄表徵之字數

或句數，讓文字與算式互補（Kolloffel et al., 2009），方能得出更精準的結論。 
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附錄一 文字版與算式版關鍵句的對照 

文本1：「熱氣球」 

1. 「最遠距離 s」的平方是「地球半徑 r與熱氣球升空高度 h之和」的平方減去「地球半徑 r」

的平方。 

s
2 = (r + h)2 － r

2 

文本2：「地球半徑」 

1. 弧長可依圓心角佔360°的比率乘以圓周長求得。 

2
360

d r
θ

π= ×  

2. 角度360°以弧度表示就是2π。 

360 2π° =  

3. 弧長等於所對應的圓心角弧度乘以半徑。 

d rθ= ×  

4. θ 為
1

θ 與
2

θ 的差。 

1 2
θ θ θ= −  

5. 地球半徑就是「兩地距離除以這兩地陽光斜射夾角
1

θ 與
2

θ 的差」。 

1 2

d
r

θ θ
=

−

 

文本3：「島高」 

1. MF可當作是DF 與DM 之差。 

 MF DF DM= −  

2. 三角形PAC與CMF相似，因此
2

d 與
1
d 的比值，等於 PA與CM 的比值。 

△PAC~△CMF，因此 2

1

d PA

d CM
=  

3. 三角形PRA與CDM相似，因此 PR與CD的比值，等於 PA與CM 的比值。 

△PRA~△CDM，因此
PR PA

CD CM
=  
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4. PR就等於「CD乘以 PA與CM 的比值」也等於「竿高乘以
2

d 與
1
d 的比值」。 

PA
PR CD

CM
= × = 竿高 2

1

d

d
×  

5. 島高等於「竿高」加上「竿高乘以
2

d 與
1
d 的比值」。 

島高 = 竿高 + 竿高 2

1

d

d
×  

附錄二 計算題的評分 

分數 計算題 

3 能列出正確的算式，並正確地代入數據 

2 能列出正確的算式，但錯誤地代入數據 

1 算式不完整或錯誤 

0 沒有計算過程，或僅出現無意義的文字 

附錄三 說明題的評分 

分數 說明題 

4 能提出全部的關鍵公式，且說明正確（僅「地球半徑」有此等級） 

3 能提出一個關鍵公式，且說明正確 

2 能提出一個關鍵公式，但說明不完整或數據錯誤 

1 提出之公式不完整或錯誤，且說明不完整或數據錯誤 

0 沒有說明或推導過程，或僅出現無意義的文字 
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附錄四 理解表現七個分數的計算方式 

理解表現 計算方式 

是非題 個別計算三個文本是非題的正確率，再平均後乘上100 

計算題 將各題的等級除以滿分轉換成正確率，再平均後乘上100 

題型 

說明題 

1. 熱氣球和地球半徑文本：先將各題的等級除以滿分轉換成正確率 

2. 島高文本：先分別計算四個小題正確率後再平均 

3. 最後再將三個文本的正確率平均後乘上100 

熱氣球 個別計算是非題、計算題、說明題每個題型的正確率，再平均後乘上100 

地球半徑 同上 

島高文本 
因說明題為四小題的題組，以各小題的正確率再平均作為說明題的正確率。其

餘同上 
文本 

總分 

1. 不分文本 

2. 是非題25題，滿分為25分；計算題三題，滿分為9分；說明題三題，滿分為

10分 

3. 分別計算是非題、計算題、說明題每個題型的正確率，平均後乘上100 
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Abstract 

Understanding mathematical reasoning is challenging. No conclusive evidence exists on which 

external representation is more beneficial to comprehension: equation or words. This study involved 

299 high school students and examined the effects of external representations and participants’ 

abilities on reading comprehension of popular mathematics. Because students were nested within 

schools, analysis of covariance (ANCOVA) and hierarchical linear modeling (HLM) were performed, 

and their results were compared. The materials included three popular mathematics and 

comprehension tests, all of which were in the domain of geometry. The main difference between the 

equation version and the verbal version was the method of representation used in key sentences 

(only one, five, and five sentences differed in each of the three passages, respectively). The other 

sentences, illustrations, and tests were the same in both versions. Students were randomly assigned 

into groups for each of the two versions and completed the reading comprehension tests, reading 

comprehension screening tests, and math prior knowledge tests. The ANCOVA results demonstrated 

that the equation readers outperformed the verbal readers and that the high-ability readers performed 

better than the low-ability ones, but the results did not indicate any interaction between version and 

ability. After the exclusion of the effects of school-average math ability, the HLM results found that 
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low-ability equation readers demonstrated a nonsignificant difference in performance compared with 

high-ability verbal readers. The benefits of using equations were discussed by comparing the 

linguistic features of the two external representations. Furthermore, the results were compared with 

previous research in terms of passage domain, cognitive load, focus of measurement, and participant 

characteristics. 

Keywords: external representation, linguistics, popular mathematics, reading comprehension 
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