
國立臺南女中 112 學年度第一次教師甄選數學科試題 

一、填充題(每題 4 分，共 76 分) 

1. 將地球儀設定成一個坐標空間，其中球心為原點O，地球儀上 A，B 兩個城市的坐標分別為 ( )1,0,0A ，
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, ,
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B
 
  
 

，而C 城市正好是 A，B兩個城市之間最短路徑的中點，試求C 城市的坐標為?  

2. 已知二次函數 ( )y f x= 的圖形通過原點，且對於任意實數 t 都有 (4 ) (2 )f t f t+ = − ，若 ( 108)f x − 的最大值為12， 

試求 (9)f =  

3. 設O為△ ABC 的外心， 23B = ， 37C = ，BC＝5，試求OB ．OC ＝? 

4. 設
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− +
= ，試求
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=

− = ? 

5. 設 2 2( ) 10 16 60f x x x x x= − − − − ，求 ( )f x 的最大值 

6. 設 z 為複數且虛部不等於0 ，已知 z  且
2

1z

z

−
 ，試求 z =? 

7. 圓內接四邊形 ABCD中， 2 5BD = ，且
3 5

2 2
AC AB AD= + 。則 AC =? 

8. 小南打算接下來的 9天每天都會從土司、小籠包、鍋貼三種選擇一種當作當天的早餐，但不連續兩天吃土司，則

這 9天早餐安排的方式有幾種？ 

9. 設n為正整數，若 2 3 43n n+ + 為完全平方數，則 2 3 43n n+ + =? 



10. 坐標平面上，有一直線 L和 4 23 2 3y x x x= − + + 相切於相異兩點，直線 L的方程式為？ 

11. 已知紅箱中有紅球 5個，白球 3個，白箱中有紅球 3個，白球 5個，第一次從紅箱中取出 1球，第二次按照第一

次取出之球的顏色決定在與球同色的之箱中取出一球，…以此類推，即第 1k + 次是按照第 k 次所取出之球的顏

色，而從與球同色之箱中取出一球，但每次取出之球仍放回原箱中，令
nP 表第n次取出之球為紅色的機率，試求

lim n
n

P
→

。 

12. 設正四面體 P ABC− 的高為PO，M 為PO的中點，過 AM 作與稜BC平行的平面，將正四面體截成上下兩部分，

令含P點的部分為上部分且體積為m，另一部分體積為n，試求
m

n
=? 

13. 將寫有自然數1,2,..., 6的6 張紙條隨機排放成一列，先將第一張紙條拿在手中，然後從第二張紙條開始，依序看

下去，直到第6 張。依序看到第6 張的過程中，如果看到紙條上的數目字比手中的大，就放下手中的紙條，把數

目字大的那張換到手中，直到看到第6 張。試求更換次數的期望值。 

14. 如右圖，圓內接四邊形 ABCD中， 12AB = ， 16AD = ， 90C = ， 75D = ，則 AC = 

15. 設0 4x   ，試求 29cos 3sin 7 0x x− − = 的所有根的總和。 

16. 若 1 2 3nS n= + + + + ， 32 4
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n
n

n

S SS S
T

S S S S
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− − − −
，其中 2,3,4,n = 。則 1998T = ? 

17. 已知有 5個正整數，算術平均數為 13，全距為 18，中位數和眾數皆為 9，試問第二大的數字的可能值有多少個? 

18. 平面上有一直線 L，已知 (7,3)A 到 L的距離為6 ， (6,6)B 到 L的距離為3，求 ( 2,0)C − 到 L的距離。 

19. 已知多項式函數 ( )f x 滿足 ''( ) 3 '( ) 9 ( ) 0f x xf x f x− + = 且 (2) 6f = ，令
0

( ) ( )
x

g x f t dt=  ，試求 ( )g x 的極小值。 

 



二、計算證明題(每題 6分，共 24 分) 

1. 設整係數方程式 2 0ax bx c+ + = 存在有理根，試證：a、b 、 c中至少有一個是偶數。 

2. 設整數 ,x y滿足 log logx y+ 為整數，但 log x 、 log y 及 3 2log x y 都不是整數，若 3 2x y 是一個6 位數，則求所有的

整數數對 ( , )x y  。 

3. 設 1 2ka k= + + + ，試求
2

1

1
lim

n

k
n

k

a
n→

=

 
 
 

  

4. 已知 0a b  ， F 是
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 的一個焦點， AB 是

2 2
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x y

a b
+ = 的弦且F 在 AB 上。試證明：
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一、填充題(全對才給分) 

題號 答案 題號 答案 題號 答案 題號 答案 
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二、計算證明題 

1. 設最簡分數
q

p
為方程式的根，則 2( ) ( ) 0

q q
a b c

p p
 +  + =  

      2 2 0a q b pq c p +  +  =  

     若 , ,a b c均為奇數，又由 ( , ) 1p q = 可知 p 與q至少有一個是奇數，則 

      p 與q都是奇數   2 2 0a q b pq c p +  +  =  矛盾（三個奇數和為奇數） 

    p 與q為一偶一奇   2 2 0a q b pq c p +  +  =  矛盾（一奇二偶和為奇數） 

     由反證法得證： , ,a b c中至少有一個是偶數 

  



2. 因為 3 2x y 為六位數，所以 5 3 2 610 10x y  ，又因為 3 2log x y 不是整數，所以

5 3 2 610 10x y  ，即 3 25 log 6x y  。 

將 3 2log x y 展開，得5 log 2(log log ) 6x x y + +  …… 

因為 log 0x  ， log 0y  ，所以0 2(log log ) 6x y +  ，推得0 log log 3x y +   

由題意知 log logx y+ 為整數，所以 log log 0,1x y+ = 或2  

分情況討論如下： 

(1)當 log log 0x y+ = 時，因為 log 0, log 0x y  ，所以 log log 0x y= = ，此與題目所要求

的 log x ， log y 不為整數矛盾。 

(2)當 log log 1x y+ = 時，由得5 log 2 6x +  ，推得3 log 4x  ，即

3 1 log 2x−  −  − 。再由 log log 1x y+ = 知 3 log 2y−   − ，此與 log 0y  互相矛盾。 

(3) 當 log log 2x y+ = 時，由得5 log 4 6x +  ，推得1 log 2x  ，即10 100x  。再

由 log log log 2xy x y= + = 知 210 100xy = = ，綜合得到
10 100

100

x

xy

 


=
，推得1 10y  。 

因為 y 為整數，所以將 2,3,4,5,6,7,8,9y = 逐一代入 100xy = ，解得

( , ) (50,2) , (25,4) , (20,5)x y =  
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4. 設 'F 是
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 的另一個焦點，並令FA p= 及FB q=  

則 ' 2F A a p= − 且 ' 2F B a q= − 且 ' 2F F c= ，其中 2 2c a b= −  

因cos ' cos 'F FA F FB = −   

故
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2 2 2 2 2 24 (2 ) 4 (2 )c q p q a p q c p pq p a q+ − − = − − + −  
2 2 2 2 24 ( ) ( ) (4 4 ) (4 4 ) 0c p q pq p q a ap p q p a aq q+ + + − − + − − + =  
2 24 ( ) ( ) 4 ( ) 8 ( ) 0c p q pq p q a p q apq pq p q+ + + − + + − + =  
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