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第三單元 方程式與不等式 

3-1 方程式 

 

等式 3 5 8+ = 是對的，而等式 4 5 8+ = 是錯的，另一種等式含有未知數，如

5 8x + = ， 2 2 3 6t t− + = ，稱為方程式。在方程式 5 8x + = 中， x 是未知數， 3x = 是

此方程式的解，也是唯一的解。而方程式 2 2 3 6t t− + = 中， t 是未知數，它的解可以求

之如下： 

2 2 3 6t t− + =  

2 2 3 0t t− − =  

( 3)( 1) 0t t− + =  

3 0t − = 或 1 0t + =  

3t = 或 1t = −  

此方程式恰有兩個解，即 3t = 及 1t = − 。求出方程式的解，就稱為解方程式。 

 

例題 1 

解方程式： 

(1)
1 2 2 3
2

x x− = +  (2) 1 2 3 6x x+ + − =  

解 

(1)
1 2 2 3
2

x x− = + ，
1 2 3 2
2

x x− = + ，
3 5
2

x− =  

25( )
3

x = − ，
10
3

x = −  

(2)我們知道： 0a ≥ 時， a a= ； 0a ≤ 時， a a= −  

又由 1 ( 1)x x+ = − − ，
32 3 2( )
2

x x− = −  

所以可將所有數分成三段如下： 

       1 0x + =      2 3 0x − =  
                  2 3 0x − ≥  
           1 0x + ≥     1 0x + ≥  

  1 0x + ≤    1−          
3
2

 

    2 3 0x − ≤       2 3 0x − ≤  
 

x 
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當 ( )i 1x ≤ − 時， 1 0x + ≤ ， 2 3 0x − ≤ ，原式成為 

    ( 1) (2 3) 6x x− + − − = ， 3 2 6x− + =  

    3 4x− = ，
4
3

x = −  

  ( )ii 31
2

x− ≤ ≤ 時， 1 0x + ≥ ， 2 3 0x − ≤ ，原式成為 

      ( 1) (2 3) 6x x+ − − = ， 4 6x− + =  

      2x = − 與 1x ≥ − 矛盾，故不合 

  ( ) 3
2

iii x ≥ 時， 1 0x + ≥ ， 2 3 0x − ≥ ，原式成為 

        ( 1) (2 3) 6x x+ + − = ， 3 2 6x − =  

         3 8x = ，
8
3

x =  

綜合 ( )i ， ( )ii ， ( )iii ，得兩解，即
4
3

x = − 或
8
3

x =  

 
立即演練 
解下列方程式： 

(1)
3 11 4
5 2

x x+ = −  (2) 2 3 4 5x x− + + =  

 
 

方程式 23 5 2 0x x− − = 中， x 是未知數， 3， 5− ， 2− 是係數。一般而言，若 x 是

未知數，a，b，c 是係數，且 a≠0，則方程式 ax²+bx+c=0 稱為一元二次方程式。解

一元二次方程式，通常有下列三種方法： 
(1) 十字交乘法 
(2) 配方法 
(3) 公式法 

以 23 5 2 0x x− − = 為例，用十字交乘法解之，則 
        3   1 
         
               1    －2 
             －6+1=－5 
                 
故原式可分解為 
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              (3 1)( 2) 0x x+ − =  

              3 1 0x + = 或 2 0x − =  

              
1
3

x = − 或 2x =  

得到兩解。若用配方法，則 
23 5 2 0x x− − =  

2 5 2
3 3

x x− =  

2 2 25 5 2 5( ) ( )
3 6 3 6

x x− + = +  

25 49( )
6 36

x − =  

5 7
6 6

x − = ±  

7 5
6 6

x = + 或
7 5
6 6

x = − +  

2x = 或
1
3

x = −  

得到同樣的兩個解。比較上面兩個解法，似乎十字交乘法較簡單，但方程式若改為

23 5 1 0x x− − = ，則十字交乘法便用不上了，而以配方法仍可逐步求得
5 37

6
x ±
= 。 

對於一元二次方程式 2 0 ( 0)ax bx c a+ + = ≠ ，我們可以用配方法，在 2 4 0b ac− ≥

的情形下，解出 

 
2 4

2
b b acx

a
− ± −

=  

這就是解的公式。將先前的例子 23 5 2 0x x− − = 套用此公式，則

2( 5) ( 5) 4 3 ( 2) 5 49 5 7
2 3 6 6

x
− − ± − − ⋅ ⋅ − ± ±

= = =
⋅

 

即 2x = 或
1
3

x = − 。 

 

 

例題 2 

解下列方程式： 
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2(1)2 8 5 0x x+ + =  (2)4 2 3x x − =  

 

解 

(1) 優先考慮十字交乘法，但用不上，就用公式解 

8 24 8 2 6 4 6
4 4 2

x − ± − ± − ±
= = =  

(2)( ) 2i x ≤ 時， 2 0x − ≤ ，原式化為 

      4 ( 2) 3x x− + =  

      24 8 3 0x x− + =  
      (2 3)(2 1) 0x x− − =  

      
3
2

x = 或
1
2

x =  

    ( ) 2ii x ≥ 時， 2 0x − ≥ ，原式化為 

       4 ( 2) 3x x − =  

       24 8 3 0x x− − =  

       
8 112 8 4 7 2 7

8 8 2
x ± ± ±
= = =  

       其中
2 7 2

2
x −
= < ，不合；

2 7 2
2

x +
= ≥ ，合所求 

      綜合 ( )i ， ( )ii 得三個解，即
3
2

x = 或
1
2

x = 或
2 7

2
x +
=  

 
立即演練 
解下列方程式： 

(1) 23 6 2 0x x− + =    2 1(2)
2

x x x− = −  

 
當 x α= 是某方程式的一個解時，我們也稱α 是此方程式的一個根。例如 2x = 是

方程式 2 2 0x x− − = 的一個解，所以 2 是方程式 2 2 0x x− − = 的一個根。此方程式可化

為 ( 2)( 1) 0x x− + = ，所以它有兩個根，即 2 與 1− 。 

一 元 二 次 方 程 式 2 0( 0)ax bx c a+ + = ≠ 在 2 4 0b ac− ≥ 時 ， 有 兩 個 根 ， 即

2 4
2

b b ac
a

− + −
與

2 4
2

b b ac
a

− − −
。當 2 4 0b ac− = 時，兩根都成了

2
b
a
−

，所以兩根相等。
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當 2 4 0b ac− > 時，兩個根
2 4

2
b b ac

a
− + −

與
2 4

2
b b ac

a
− − −

相異。 

而當 2 4 0b ac− < 時，方程式的兩根仍為
2 4

2
b b ac

a
− + −

與
2 4

2
b b ac

a
− − −

，但這

裡涉及負數的平方根，只好留待高中再討論。 
 

 

例題 3 

設 k 是一個數，若一元二次方程式 2 ( 3) (5 ) 0x k x k− + + − = 的兩根相等，則 k 的值為

何？又方程式的根為何？ 

解 

兩根相等，故 

[ ]2( 3) 4 1 (5 ) 0k k− + − ⋅ ⋅ − = ， 2( 3) 4k + − (5 ) 0k− =  

2 10 11 0k k+ − = ， ( 11)( 1) 0k k+ − = ， 11k = − 或 1k =  

( )i 當 11k = − 時，方程式成為 2 8 16 0x x+ + = ，即 2( 4) 0x + = ，故 4x = −  

( )ii 當 1k = 時，方程式成為 2 4 4 0x x− + = ，即 2( 2) 0x − = ，故 2x =  

 
立即演練 

設 k 是一個數，若一元二次方程式 2( 1) 2( 1) 9 0k x k x− + + + = 的兩根相等，則 k 為何？

又方程式的根為何？ 

設α ， β 是一元二次方程式 2 0 ( 0)ax bx c a+ + = ≠ 的兩根，則

2 24 4 2
2 2 2

b b ac b b ac b b
a a a a

α β − + − − − − −
+ = + = = −  

 
2 4

2
b b ac

a
αβ − + −

= ‧
2 4

2
b b ac

a
− − −

=
2 2 2

2

( ) ( 4 )
4

b b ac
a

− − −
 

     
2 2

2 2

( 4 ) 4
4 4

b b ac ac c
a a a

− −
= = =  

故方程式 2 0ax bx c+ + = ( 0)a ≠ 的兩根之和為
b
a

− ，兩根之積為
c
a
。 

 

 

例題 4 

設α ， β 是方程式 22 4 0x x− − = 的兩根，求下列各式的值： 
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(1) 2 2α β+   (2) 3 3α β+   (3)
β α
α β
+  

解  

1 1
2 2

α β −
+ = − = ，

4 2
2

αβ −
= = −  

(1) 2 2 2 21 1 17( ) 2 ( ) 2( 2) 4
2 4 4

α β α β αβ+ = + − = − − = + =   

(2) 3 3 2 2 1 17 1 25 25( )( ) ( 2)
2 4 2 4 8

α β α β α αβ β+ = + − + = + = ⋅ =  

(3)
2 2

17
174

2 8
β α α β
α β αβ

+
+ = = = −

−
 

 

設α ， β 是方程式 23 6 5 0x x+ − = 的兩根，求下列各式的值： 

(1) 2 2α β αβ+     (2) 4 4α β+  

 
 
 
 
 
 



第三單元  方程式與不等式  7 

 

習題 3-1 
1. 解下列方程式： 

(1) 
4 1
3

x x+ =  

(2) 2 5 3x − =  

(3) 1 2 3 6x x− + + =  

(4) 23 58 72 0x x− + =  

(5) 22 2 5 0x x− − =  

(6) 5 6x x − =  

2. 設 2x = − 是方程式 2 2( 7) 0x kx k+ + − = 的一個解，求 k。 

3. 設 0k ≠ ，且二次方程式 2 ( 1) (2 1) 0kx k x k+ + + − = 的兩根相等，求 k。 

4. 設αβ 是方程式 22 3 6 0x x+ − = 的兩根，求下列各式的值： 

(1) 2 2α β+  

(2) 3 3α β+  

(3)
1 1
α β
+  

(4)α β−  
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3-2 不等式 

 

二次式 [ ]2 2 3 ( 1)( 3) ( 1) ( 3)x x x x x x− − = + − = − − − ，若以 1− 及 3 為分界，將所有

可能的 x 值分成三段，則在每一段中 [ ]( 1) ( 3)x x− − − 的正負可以決定如下： 

( 1) 0x − − =          3 0x − =  

                         ( 1) 0x − − >  

              ( 1) 0x − − >       3 0x − >  

( 1) 0x − − <      1−    3 0x − <      3 

3 0x − <  

[ ]( 1) ( 3) 0x x− − − >       [ ]( 1) ( 3) 0x x− − − <       [ ]( 1) ( 3) 0x x− − − >  

總結為 

          1 3x− < < 時， ( 1)( 3) 0x x+ − <  

          1x = − 或 3x = 時， ( 1)( 3) 0x x+ − =  

          1x < − 或 3x > 時， ( 1)( 3) 0x x+ − >  
2 2 3 ( 1)( 3)x x x x− − = + − ，所以下列各不等式之解，分別是 

          2 2 3 0x x− − < 的解為 1 3x− < <  

          2 2 3 0x x− − ≤ 的解為 1 3x− ≤ ≤  

          2 2 3 0x x− − > 的解為 1x < − 或 3x >  

          2 2 3 0x x− − ≥ 的解為 1x ≤ − 或 3x ≥  

一般而言，當 0a > 時，若二次式 2ax bx c+ + 可分解為 a ( )( )x xα β− − 其中α β< ，則 

          2 0ax bx c+ + < 的解為 xα α β< <  

          2 0ax bx c+ + ≤ 的解為 xα α β≤ ≤  

          2 0ax bx c+ + > 的解為 x α< 或 x β>  

          2 0ax bx c+ + ≥ 的解為 x α≤ 或 x β≥  

 

 

例題 1 

解下列不等式： 

(1) 22 5 12 0x x+ − ≥     (2) 23 5 2 0x x− + + >  
解 

(1) 22 5 12x x+ −  
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 [ ]3 3(2 3)( 4) 2( )( 4) 2 ( 4) ( )
2 2

x x x x x x= − + = − + = − − −  

故 22 5 12 0x x+ − ≥ 的解為 4x ≤ − 或
3
2

x ≥  

(2) 23 5 2 0x x− + + > ， 2( 1)( 3 5 2) ( 1) 0x x− − + + < − ⋅  

   23 5 2 0x x− − < ， (3 1)( 2) 0x x+ − < ，
1 2
3

x− < <  

 
立即演練 
解下列不等式： 

(1) 23 4 4 0x x+ − <     (2) 2 6 0x x− + + ≤  

二次式 2 ( 0)ax bx c a+ + ≠ 在 2 4 0b ac− ≥ 時，可以分解，即 

          
2 2

2 4 4( )( )
2 2

b b ac b b acax bx c a x x
a a

− − − − + −
+ + = − −  

在上式的兩個括號中， x 減去的數就是方程式 2 0ax bx c+ + = 的兩根。注意，當

2 4 0b ac− > 時，
2 4

2
b b ac

a
− − −

<
2 4

2
b b ac

a
− + −

。 

 

 

例題 2 

解不等式 22 5 1 0x x− + < 。 

解 

22 5 1 0x x− + < ，
5 17 5 172( )( ) 0

4 4
x x− +
− − < ，

5 17 5 17
4 4

x− +
< <  

 
立即演練 

解不等式 23 2 2 0x x− − + ≤ 。 
 
 

當 2 4 0b ac− = 時，
2 24 4

2 2 2
b b ac b b ac b

a a a
− − − − + − −

= = ，故 

2 2( )( ) ( )
2 2 2

b b bax bx c a x x a x
a a a
− −

+ + = − − = +  
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由於 2( ) 0
2
bx
a

+ ≥ ，若 0a > ，則 2 2( ) 0
2
bax bx c a x
a

+ + = + ≥ ，且只有在
2
bx
a

= − 時，

2 0ax bx c+ + = ，其它情形 2 0ax bx c+ + > ，所以 
2 0ax bx c+ + < 無解 

2 0ax bx c+ + ≤ 的解為
2
bx
a

= −  

2 0ax bx c+ + > 的解為 x 是除
2
b
a

− 之外的任意數 

2 0ax bx c+ + ≥ 的解為任意數 x  

 

 

例題 34 

解下列不等式： 

(1) 22 8 8 0x x− + ≤     (2) 2 6 9 0x x+ + >  

解 

(1) 22 8 8 0x x− + ≤ ， 2 4 4 0x x− + ≤ ， 2( 2) 0x − ≤ ， 2x =  

(2) 2 6 9 0x x+ + > ， 2( 3) 0x + > ， x 是除了 3− 之外的任意數 

 
立即演練 
解下列不等式： 

(1) 29 12 4 0x x− + ≥     (2) 24 8 4 0x x− + − >  

二次式 2ax bx c+ + ( 0)a ≠ 經由配方，可得 

 
2

2 2
2

4( )
2 4
b b acax bx c a x
a a

⎡ ⎤−
+ + = + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

          a=
2

2 ( 4 )( )
2 4
b b acx
a a

− −
+ +  

當 0a > ，且判別式 2 4 0b ac− < 時， a 2( ) 0
2
bx
a

+ ≥ ，且
2( 4 ) 0
4

b ac
a

− −
> ，故 

              2ax bx c+ + a= 2( )
2
bx
a

+ +
2( 4 ) 0
4

b ac
a

− −
>  

上式對任意數 x 恆成立。 
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例題 4 

解下列不等式： 

(1) 2 1 0x x− + ≥     (2) 22 3 4 0x x− + − >  

解 

(1) 判別式 2( 1) 4 1 1 1 4 3 0= − − ⋅ ⋅ = − = − < ，故 2 1 0x x− + ≥ 恆成立所以 2 1 0x x− + ≥ 的

解是任意數 x  

(2)先將原式化為 22 3 4 0x x− − + < ，再看判別式 2( 3) 4 2 4 9 32 23 0= − − ⋅ ⋅ = − = − < 故

22 3 4 0x x− + > 恆成立，所以 22 3 4 0x x− + < 無解 

即原不等式 22 3 4 0x x− + − > 無解 
 
立即演練 
解下列不等式： 

(1) 23 1 0x x+ + ≤     (2) 2 4 5 0x x− − − <  

 

 

 

習題 3-2 
1.解下列不等式： 

(1) 3 4 2x− + ≥ −  

(2) 26 2 0x x− − <  

(3) 24 4 1 0x x− + ≤  

(4) 22 5 6 0x x− + >  

(5) 2 2 5 0x x− − >  

(6) 23 2 2 0x x− + − ≥  

2.設 k 是一個數，若二次方程式 2 ( 3) 1 0kx k x+ + − = 的兩根是相異數，求 k 的範圍。 

3.解不等式
2 0
1

x
x
−

<
+

。 


